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Аннотация. Исследуется проблема продолжения на границу коль-
цевых Q-гомеоморфизмов между областями в (")-регулярных ме-
трических пространствах. Сформулированы условия на функцию
Q(x) и границы областей, при которых любой кольцевойQ-гомеомор-
физм допускает непрерывное или гомеоморфное продолжение на
границу.
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1. Введение
Напомним некоторые определения. Пусть A — множество в ме-
трическом пространстве (X; d). Полагаем
Hk(A) := sup
">0
Hk" (A) ; (1.1)
Hk" (A) := inf
1X
i=1
(diamAi)
k ; (1.2)
где инфимум в (1.2) берётся по всем покрытиям A множествами Ai
с diam Ai < ". Далее Hk(A), k 2 [0;1); обозначает k -мерную меру
Хаусдорфа множества A, см., напр., [1]. Напомним, что diamAi =
supx;y2Ai d(x; y):
Если для некоторого множества A и k1  0 выполнено условие
Hk1(A) < 1; то Hk2(A) = 0 для произвольного числа k2 > k1; см.,
напр., разд. 1 в гл. VII в [1]. Величина
dimHA := sup
Hk(A)>0
k (1.3)
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называется хаусдорфовой размерностью множества A:
Кривой в метрическом пространстве (X; d) называется непрерыв-
ное отображение  : [a; b]! X. Ее длина есть супремум сумм
kX
i=1
d((ti); (ti 1)) (1.4)
над всеми разбиениями a = t0  t1      tk = b интервала [a; b].
Кривая  называется спрямляемой, если ее длина конечна.
Пусть (X; d; ) — метрическое пространства X с метрикой d и
локально конечной борелевской мерой . Борелева функция  : X !
[0;1] называется допустимой для семейства кривых   в X, пишут
 2 adm , если Z

 ds  1 (1.5)
для всех  2  : Здесь ds относится к мере длины на .
Модуль семейства кривых   в области D из X конечной хаусдор-
фовой размерности  > 1 определяется равенством
M( ) = inf
 2 adm 
Z
D
(x) d(x): (1.6)
Для x0 2 X и " > 0, через B(x0; ") обозначается шар fx 2 X :
d(x; x0) < "g и A = A(x0; r1; r2) := fx0 2 X : r1 < d(x; x0) < r2g;
0 < r1 < r2 <1 — кольцо.
Пусть D и D0 — области с конечными хаусдорфовыми размерно-
стями  и 0 > 1 в пространствах (X; d; ) и (X 0; d0; 0), соответствен-
но, и пусть Q : X ! (0;1) — измеримая функция. В дальнейшем
для любых множеств E, F и D в X через 4(E;F ;D) обозначается
семейство всех кривых  : [0; 1] ! X с (0) 2 E, (1) 2 F и (t) 2 D
для всех t 2 (0; 1).
Будем говорить, что гомеоморфизм f : D ! D0 является кольце-
вым Q-гомеоморфизмом в точке x0 2 D, если неравенство
M(4(f(C0); f(C1); D0)) 
Z
A\D
Q(x)  (d(x; x0)) d(x) (1.7)
выполняется для любого кольца A = A(x0; r1; r2), 0 < r1 < r2 <
1, любых двух континуумов (компактных связных множеств) C0 
B(x0; r1) \ D и C1  D n B(x0; r2) и любой борелевой функции  :
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(r1; r2)! [0;1]; такой что
r2Z
r1
(r) dr  1: (1.8)
Также говорим, что гомеоморфизм f : D ! D0 есть кольцевой Q-
гомеоморфизм, если f является кольцевым Q-гомеоморфизмом в ка-
ждой точке x0 2 D.
Пространство (X; d; ) называется -регулярным по Альфорсу,
если существует постоянная C  1 такая, что
C 1"  (B(x0; "))  C" (1.9)
для всех шаров B(x0; ") с центром в точке x0 2 X радиуса " <
diamX. Как известно, -регулярные пространства имеют хаусдорфо-
ву размерность , см., напр., [6, c. 61]. Пространство (X; d; ) называ-
ется регулярным по Альфорсу, если оно -регулярно по Альфорсу для
некоторого  2 (1;1).
Говорят также, что пространство (X; d; ) -регулярно сверху в
точке x0 2 X, если существует постоянная C > 0 такая, что
(B(x0; "))  C" (1.10)
для всех шаров B(x0; ") с центром в точке x0 2 X радиуса " < "0.
Наконец, говорят, что пространство (X; d; ) регулярно сверху, если
условие (1.10) выполнено в каждой точке X для некоторого  2
(1;1).
Пусть  : R+ ! R+ — непрерывно возрастающая функция, где
R+ = [0;1): Будем говорить, что пространство (X; d; ) является
(")-регулярным сверху в точке x0 2 X; если существует постоянная
C > 0, такая что
(B(x0; "))  C(") (1.11)
для всех шаров B(x0; ") с центром в точке x0 2 X, радиуса " < "0 для
некоторого "0 > 0. Также будем говорить, что пространство (X; d; )
является (")-регулярным сверху, если условие (1.11) выполнено в
каждой точке x0 2 X.
Приведем некоторые топологические определения общего харак-
тера, которые будут полезны в дальнейшем. Пусть T — произвольное
топологическое пространство. Напомним, что топологическое прост-
ранство связно, если его нельзя разбить на два непустых откры-
тых множества. Компактные связные пространства называются кон-
тинуумами. Топологическое пространство T называют линейно свя-
зным, если любые две точки x1 и x2 можно соединить кривой
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 : [a; b] ! T; (a) = x1 и (b) = x2. Областью в T называется
открытое линейно связное множество. Область D называется локаль-
но связной в точке x0 2 @D; если для любой окрестности U точки
x0 найдется окрестность V  U точки x0 такая, что V \ D связно,
ср. [9, c. 232]. Аналогично, говорят, что область D локально линей-
но связна в точке x0 2 @D; если для любой окрестности U точки
x0 найдется окрестность V  U точки x0 такая, что V \D линейно
связно.
Следуя [9], говорим, что граница области D — слабо плоская в
точке x0 2 @D, если для любого числа P > 0 и любой окрестности
U точки x0 найдется ее окрестность V  U; такая что
M((E;F ;D))  P (1.12)
для любых континуумов E и F в D; пересекающих @U и @V:
Аналогично, говорим, что граница области D сильно достижима
в точке x0 2 @D, если для любой окрестности U точки x0, найдется
компакт E  D; окрестность V  U точки x0 и число  > 0; такие
что
M((E;F ;D))   (1.13)
для любого континуума F в D; пересекающего @U и @V:
Граница области D называется сильно достижимой и слабо пло-
ской, если соответствующие свойства имеют место в каждой точке ее
границы.
Предложение 1.1. Если граница области D — слабо плоская в то-
чке x0 2 @D; то @D сильно достижима в точке x0 (cм. предложе-
ние 3:1 в [9], а также предложение 13:6 в монографии [2]).
Ниже приведены вспомогательные результаты из работы [18], см.
лемму 2.1 и теорему 3.2.
Лемма 1.1. Пусть область D локально линейно связна в точке
x0 2 @D, D0 — компакт, а f : D ! D0 — кольцевой Q-гомеоморфизм
в x0; такой что @D0 сильно достижима хотя бы в одной точке
предельного множества
C(x0; f) =

y 2 X 0 : y = lim
k!1
f(xk); xk ! x0; xk 2 D
	
; (1.14)
Q : X ! (0;1) — измеримая функция, удовлетворяющая условиюZ
"<d(x;x0)<"0
Q(x)   x0;"(d(x; x0)) d(x) = o(Ix0;"0(")) (1.15)
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при "! 0 для некоторого "0 2 (0; d(x0)); где d(x0) := supx2D d(x; x0)
и  x0;"(t) — семейство неотрицательных измеримых (по Лебегу)
функций на (0;1); таких что
Ix0;"0(") : =
"0Z
"
 x0;"(t) dt < 1 8 " 2 (0; "0) ; "0 2 (0; d(x0)): (1.16)
Тогда f продолжим в точку x0 по непрерывности в (X 0; d0).
Теорема 1.1. Пусть область D локально линейно связна во всех
своих граничных точках и D — компакт, область D0 имеет слабо
плоскую границу, а f : D ! D0 — кольцевой Q-гомеоморфизм с Q 2
L1(D). Тогда обратное отображение g = f 1 : D0 ! D допускает
непрерывное продолжение g : D0 ! D.
2. О поведении одного сингулярного интеграла в
(")-регулярных метрических пространствах
Варианты следующей леммы были сначала доказаны для BMO
функций в Rn, см. [10–12, 14, 15]. Затем для FMO функций в Rn,
см. [7] и в -регулярных пространствах см. [9].
Лемма 2.1. Пусть пространство (X; d; ) (")-регулярно сверху,
D — область в X, x0 2 D. Если для неотрицательной локально
интегрируемой функции Q : D ! R+; выполнено условие
lim sup
"!0
1
(B(x0; ") \D)
Z
B(x0;")\D
Q(x) d(x) <1 ; (2.1)
то Z
D\A(x0;";"0)
Q(x) d(x)
(d(x; x0))
= O

log
1
"

(2.2)
при " ! 0 и некотором "0 2 (0; 0); где 0 = min (e 1; d0), d0 =
supx2D d(x; x0):
Доказательство. Выберем "0 2 (0; 0); такое что функция Q инте-
грируема в D0 = D \B0 по мере , где B0 = B(x0; "0); и
s0 = sup
r2(0;"0)
1
(Dr)
Z
Dr
Q(x) d(x) <1;
Dr = D \B(x0; r): Пусть далее " < 2 1"0; "k = 2 k"0; Ak = fx 2 X :
"k+1  d(x; x0) < "kg; Bk = B(x0; "k) и пусть N — натуральное число,
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такое что " 2 ["N+1; "N ). Тогда D \ A(x0; "; "0)  (") :=
SN
k=0k,
где k = D \Ak и
(") :=
Z
(")
Q(x)d(x)
(d(x; x0))

NX
k=0
Z
k
Q(x)d(x)
(d(x; x0))

NX
k=0
1
("k+1)
Z
Bk\D
Q(x) d(x)  s0 
NX
k=0
(Bk \D)
("k+1)
:
В силу (")-регулярности сверху, имеем (Bk)  C  ("k) и
(")  C  s0 
NX
k=0
("k)
("k+1)
 2C  s0 N:
Так как по построению N < log2
"0
" < log2
1
" =
log 1
"
log 2 ; тоZ
D\A(x0;";"0)
Q(x)d(x)
(d(x; x0))
 2C  s0
log 2
log
1
"
:
Лемма доказана.
3. О гомеоморфном продолжении на границу
В данном параграфе будут сформулированы достаточные условия
для непрерывного и гомеоморфного продолжения на границу коль-
цевых Q-гомеоморфизмов в метрических пространствах.
Теорема 3.1. Пусть пространство (X; d; ) (")-регулярно сверху
с условием
(") = o

" log 1
1
"

; (3.1)
при "! 0; D — локально линейно связная область на границе, D0 —
компакт и @D0 сильно достижима. Если выполнено условие (2.1)
в каждой точке x0 2 @D, то любой кольцевой Q-гомеоморфизм
f : D ! D0 продолжим на границу области D по непрерывности
в (X 0; d0; 0).
Доказательство. Из условия (3.1) следует, что
"0Z
0
dt

1
 (t)
=1: (3.2)
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Выбирая в лемме 1.1 функцию  (t) = 1
1=(t)
и комбинируя с заклю-
чением леммы 2.1, по правилу Лопиталя получаем, что
lim
"!0
 "0Z
"
dt
1=(t)
! 

Z
D\A(x0;";"0)
Q(x)d(x)
(d(x; x0))
 lim
"!0
 "0Z
"
dt
1=(t)
! 
 c log 1
"
=  lim
"!0
(")
"
log1 
1
"
;
где  = c . Согласно (3.1),
lim
"!0
 "0Z
"
dt
1=(t)
! 

Z
D\A(x0;";"0)
Q(x)d(x)
(d(x; x0))
= 0:
Так как условие леммы 1.1 выполнено, то существует продолжение
по непрерывности в точку x0.
Комбинируя теоремы 1.1 и 3.1, получаем следующее утверждение.
Теорема 3.2. Пусть пространство (X; d; ) (")-регулярно сверху,
D и D0 имеют слабо плоские границы, пусть также D и D0 — ком-
пакты, Q : X ! (0; 1) — функция класса L1(D) с условием (2.1)
в каждой точке x0 2 @D. Если выполнено условие (3.1), то любой
кольцевой Q-гомеоморфизм f : D ! D0 допускает продолжение до
гомеоморфизма f : D ! D0.
4. О приложениях к квазиконформным отображениям
в (")-регулярных метрических пространствах
Следуя аналогии геометрическому определению Вяйсяля, см. 13.1
в [3], говорим, что гомеоморфизм f : D ! D0 называется квазикон-
формным, если
K 1M( ) M(f( ))  KM( ) (4.1)
для некоторогоK 2 [1;1) и любого семейства кривых   в D. т.е. если
искажение модулей семейств кривых при отображении f ограничено.
В частности, гомеоморфизм f : D ! D0 называем конформным, если
M(f( )) =M( ) (4.2)
для любых семейств кривых в D.
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Теорема 4.1. Пусть пространство (X; d; ) (")-регулярно сверху
с условием (3.1), D локально линейно связна, D0 — компакт и @D0
сильно достижима. Тогда любое квазиконформное отображение f :
D ! D0 продолжимо в каждую точку x0 2 @D по непрерывности в
(X 0; d0; 0).
Теорема 4.2. Пусть пространство (X; d; ) (")-регулярно сверху с
условием (3.1), D и D0 имеют слабо плоские границы, пусть также
D и D0 — компакты. Тогда любое квазиконформное отображение
f : D ! D0 допускает продолжение до гомеоморфизма f : D ! D0.
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